
فصل دوم
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(الف)

(ب)

منحنی( ب. )های گرهیهای گرهی و نیروها، جابجاییالمان فنر با گره( الف)
تغییرشکل-نیرو
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 
  
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[ ]ek: ( یا دستگاه محلی)سختی المان در دستگاه مختصات المانی ماتریس

ای گرههای جابجاییبردار :  u

    ek u f

ای گرهنیروهای بردار :  f

با آکولاد ( بردار)ماتریس ستونی و براکتماتریس در حالت کلی با •    شودمیمشخص.
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است2×2ماتریسیکخطیفنرالمانبرایالمانسختیماتریس.

نشان(آزادیدرجه ییا)گره ایجابه جاییدوباالماناینتغییرشکلکهاستآنازحاکیموضوعاین
.(استالاستیکوپیوستهجسمکهچرا)نمی باشندهمازمستقلجابه جایی هااینکهمی شودداده

باالمانیککهصورتیدرNسختیماتریسدارایالمانآنشود،توصیفآزادیدرجه
.استN×Nومتقارن

 
11 1

2 2

e

u f
k

u f

   
   

   
(2-7)

ان این ندارد، زیرا دترمینوجود با این حال، معکوس این ماتریس . ماتریس سختی المان استمعکوس 
.  ماتریس سختی المان دقیقا صفر است

ماتریس سختی تکین است.
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         

(2)(2)

212 2

(2)(2)
2 2 32

fuk k

k k fu

       
    

         

.باشدمیمعرف شماره المان بالانویس اعداد •

 ،فنربرای یک سیستم متشکل از چند المان مونتاژ المان ها:

عادل، نیروی هر المان متصل به آن گره در معادله تنظر گرفتن اثر هر گره و در تعادل با نوشتن معادلات 
.می توان رفتار مکانیکی المان ها را مونتاژ کرد



ماتریس  سختی، المان فنر و میله|فصل دوم 

نی
مبا

ود 
حد

ء م
زا

اج
یل 

حل
ت

8

های گرهیهای گرهی و نیروها، جابجاییی المانها، شمارهگرهدو فنری به همراه شمارهسیستم 

المانیها برای سیستم دو ها و گرهجسم آزاد المانهای دیاگرام
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مثال

1 2 2 350 / ,      75 / ,       75 k lb in k lb in F F lb   

.را تعیین کنیدU3وU2ایهای گرهبرای این شرایط، جابجایی

ثابتگاهتکیهیکبه1گرهآندرکهشکلدرشدهدادهنشانالمانیدوسیستم
نظردرزیرهایدادهبارااست،شدهحاصلجابجاییمحدودیتلذاومتصل

.دریبگی
1 0U 
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مثال حل 

1

2

3

50 50 0 0

50 125 75 75

0 75 75 75

F

U

U

     
    

      
         

2 150U F 2
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U

U

     
    

    

یشدهجایگذاری مقادیر محاسبه با . آیددست میبهو                فوق با حل معادلات •
آید،  میدست هبمقدارمعادله مقید، در و 

و

2 3 U in3 4 U in2U

3U1 150  F lb

(1)

1

(1)

2

50 50 0 150
 .

50 50 3 150

        
       

        

f
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        
       

       

f
lb

f

1برای المان 

2برای المان 
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مثال

(ب)( الف)

هاالاستیک حمل کننده وزنههای فنر
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حل مثال

شود که، نتیجه می3تا 1با جمع روابط 

جابجاییبا اعمال قید 
1 0U،

2 13kU F 

2

3

4
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0 1 1

U W

k U W

WU

     
    

      
        
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         
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  فرمول بندی ماتریس های سختی المان ها به صورت مجزا

 ارتباط جابه جایی های المانی با جابه جایی های کل نوشتن

 ماتریسی  فرم معادلات تعادل کلی در مونتاژ

 برای معادلات ماتریسی بر طبق قیود تعیین شده حل دستگاه معادلاتکاهش

جابه جایی های گرهی   

 نیروهای عکس العمل با جایگذاری جابه جایی های گرهی حل

روند کلی حل
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مثال

3سه المانی با جابجایی مشخص غیر صفر در گره سیستم 
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حل مثال

1 1 1

2 2

3 3 3

4 4

0 0

-4 3 0

0 3 5 2

0 0 2 2 2

U F Fk k

U F Fk k k

U F Fk k k

k k U F F

       
      

               
        
             

.شودمعادلات زیر حاصل میدستگاه و              که با جایگذاری شرایط معلوم 
1 0U 3U 

1

2

3

4

00 0

-4 3 0

0 3 5 2

0 0 2 2 2

Fk k

U Fk k k

Fk k k

k k U F



    
   

          
      
          

، با حذف ردیف و ستون اول مطابق زیراستاز آنجا که 
1 0U 

2

3

4

4 3 0

3 5 2

0 2 2 2

Uk k F

k k k F

k k U F



     
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حل مثال

.آیدمیدستبهF3مجهولگرهینیرویوU4وU2مجهولهایجابجاییبرحاکممعادلاتدستگاه

3

2

4

5 3 2

3 4 0

2 0 2 2

Fk k k

k k U F

k k FU

     
    

      
         

.گرددمیبندیبخشزیرصورتبهسختیماتریسسپس
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




    
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         
             
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حل مثال

کهشودمینتیجهشده،بندیبخشمعادلاتماتریسدومسطراز
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حل مثال
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.آیدمیدستبهزیرصورتبه3گرهدرلازمنیرویبالایی،بخشدرهاجابجاییجایگذاریباسپسو
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حل مثال

تادشونمیدادهقرارهاالمانازیکهرمعادلاتدرشدهمحاسبههایجابجایی،نتایجکنترلبرای
.استبرقرارالمانهرتعادلکهشودحاصلاطمینان
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حل مثال
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المان میله ی الاستیک  

 کاربردی ترالمان فنر اما مشابه المان میله ی

  فقط تحت نیروی محوری

 خرپایی  سازه های مفید در تحلیل

 فرمول بندی المان میله مفروضات:

استمیله از لحاظ هندسی کاملا مستقیم -1

.استمصالح تابع قانون هوک -2

.نیروها فقط به نقاط انتهایی میله وارد می شوند-3

ا  به دلیل ماهیت نوع اتصال المان به دیگر المان ها، المان میله فقط نیروی محوری ر-4
.خمشی، پیچشی و برشی در آن ایجاد نمی شودو نیروی تحمل می کند 



ماتریس  سختی، المان فنر و میله|فصل دوم 

نی
مبا

ود 
حد

ء م
زا

اج
یل 

حل
ت

26

ک انگسسته سازی تغییرم

1 1 2 2( ) ( ) ( ) u x N x u N x u

های گرهیالمان میله به همراه دستگاه مختصات المانی و نمایش جابجایییک 

1 2( 0)            ( )   u x u u x L u
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ک انگسسته سازی تغییرم
.شوندمیزیر(گرهی)مرزیشرایطبهمنجرقبلروابط

1 2(0) 1          (0) 0 N N

1 2( ) 0          ( ) 1 N L N L

1 0 1( )N x a a x 

2 0 1( )N x b b x 

آیتد و بتا   دستت متی  به و                 ،(1)کار بردن شرایط ارائه شده در رابطه ه با ب

بنابراین . شودمیصل و                   حا،                  (2)رابطه شده دراعمال شرایط مطرح 

:عبارتند ازتوابع شکل یا توابع درونیاب 

0 1a0 0b

1

1
a

L1

1
b

L

1( ) 1
x

N x
L

 

(1  )

(2  )

1 1 2 2( ) ( ) ( ) u x N x u N x u
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ک انگسسته سازی تغییرم

.شودمیحاصلزیرصورتبهپیوستهجابجاییتابعلذاو

1 2( ) (1 ) ( )
x x

u x u u
L L

   (3 )

.کردبیانزیرمطابقماتریسیفرمدرتوانمیرا(3)رابطهبیشتر،راحتیبرایسپس
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( ) ( ) ( )
 

  
 

u
u x N x N x N u

u  N : سطری توابع درونیابماتریس

 u : های گرهی جابجایی( بردار)ستونی ماتریس
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روش سختی مستقیم

x

du

dx
 

.شودمیحاصلزیررابطهشود،ستفادها(3)ازرابطههکصورتیدر

2 1
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u u
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روش سختی مستقیم
.نوشتزیرماتریسیفرمبهتوانمیرا(5)و(4)روابط
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1 1

1 1

u fAE

u fL
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مثال

مدل دو المانی( ج. )مدل یک المانی( ب. )میله محوری مخروط ناقص( الف)

( ج(                                         )ب(                                         )الف)
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مثالحل 

:  و لذا ثابت فنر المان برابر است باباشد میسطح مقطع، تک المانبرای یک ( الف
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4
A

03
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A EAE
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L L
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ازعبارتندالمانمعادلاتنتیجهدر

بتا اعمتال شترط مقیتد    . انتد نشتان داده شتده  ( ب7-2)های گرهی در شکل این المان و جابجایی
: کهشودمینتیجه 
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مثالحل 

، 1برای المان . اندداده شدهنشان های گرهی مربوطه در شکل با جابجاییوبا طولی برابر با دو المان( ب

:، بنابرایناست
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:2المانبرایکهحالیدر

0 0 02
1 2

2

5 5 5
   

8 8( / 2) 4

A A E A EA E
A k

L L L
    

استبرابرالمانیدوسیستمبرایتعادلمعادلاتاست،نشدهواردمیلهمرکزبرنیروییکهاینبهتوجهبا
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مثالحل 

.حاصل خواهد شدزیر رابطه با اعمال شرط 
1 0U

21 2 2

2 2 3

0Uk k k

k k U P

      
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شود کهمییجه نت، شودمیU3مجهولبا جمع این دو رابطه که باعث حذف 

2
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k A E
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:داریمنخست،رابطهدرنتیجهاینجایگذاریباو
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48
1.371
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مثالحل 

.شودمیرجوع مقابل، به شکل جواب دقیقدست آوردن در حالت سوم برای به( ج

و xاین شکل دیاگرام جسم آزاد قسمتی از میله در حد فاصل موقعیت دلخواه در 
.  استشده انتهای

تعادل،برای 

x L

x A P 

کهآنجاازو

:شودمیبیانزیرصورتبهمیلهطولامتداددرمحوریتنشتغییرات

:بااستبرابرمحوریکرنشبنابراین
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مثالحل 

0x x L رابطه زیر به دستبا ی درثابت است، جابه جایچون میله در 
:آیدمی

   

00 0

0 0 0 00
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2 2 2
   ln(2 ) ln(2 ) ln ln 2 1.386

  
 
 

 

      

 
L L

x

L

P dx
dx

xEA

L

PL PL PL PL
L x L L

EA EA EA EA



ماتریس  سختی، المان فنر و میله|فصل دوم 

نی
مبا

ود 
حد

ء م
زا

اج
یل 

حل
ت

37

مثالحل 

(هـ)
(و)

تنشهای جوابهای جابجاییجواب

u


